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Einleitung. *) 
Die hypergeometrischen Funktionen dritter Ordnung, deren Form ist 
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genügen folgender, von Pochhammer aufgestellten Differentialgleichung dritter Ordnung: 
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Machen wir das letzte Glied = 0, indem wir festsetzen: 

(1) e+b,+b+b=l, 
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Differentialgleichung zweiter Ordnung: 
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ersetzen wir ferner - —- durch w‘, um aber gleich wieder den Akzent fortzulassen, so erhalten wir die 
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deren Lösung 
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als Funktion von z ist. Hier, wie oben schon, sind folgende Abkürzungen gebraucht: 
,=2—4, L=t—-a, L=i-—2. 
Der Integrand hat außer z noch drei Verzweigungsstellen. Über die Grenzen folgt unten Näheres. 
Die speziellen Funktionen (2) sollen den folgenden Untersuchungen zugrunde liegen unter 
gewissen vereinfachenden Annahmen. Zunächst möge ausgeschlossen sein, daß w ein Integral dritter 


Gattung ist. Logarithmische Unstetigkeiten, die zur Periode 2x: Veranlassung geben würden, seien 
nicht vorhanden. Der Integrand wird wegen (1) im Unendlichen zur zweiten Ordnung unendlich 


*, Vgl. Heymann, Studien über Differentialgleichungen, Studie IV, sowie H. Weber, die partiellen 
Differentialgl. der mathematischen Physik, II, Abschnitt 1. u. 2. 


klein; daher bleibt das Integral, bis oo erstreckt, endlich. Ferner mögen dıe Exponenten rationale 


Brüche sein, die wir in der F orm schreiben: 
% &g 2 
A a u — 1-9, u ee 


I» Ia, 95, 9, Sind ganze, positive oder negative Zahlen; «,, &, &,, «, sind ganz, positiv, <n. Ist 


n der kleinste gemeinschaftliche Nenner der Brüche, so ist der Hauptteiler von » und allen « =1. 
Die symbolische Schreibweise dafür ist 
(3) (1, &, &, ad, n)=1. 
Die Bedingung (1) lautet jetzt für die «: 
(4) +, +, +0,=0 (modn). 
Für die g ergibt sich: 
Ars bug = —2. 


” 

> — ist eine ganze Zahl und nicht größer als + 3, folglich: 

AtrHRtRrusrl 
Der Integrand von w erhält damit die Gestalt: 
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R(t) ist im allgemeinen rational gebrochen, der Grad des Zählers ist aber höchstens um 1 größer, 
als der des Nenners, oder, um einen kurzen Ausdruck dafür zu gebrauchen: Die Ordnung von R(t) 
ist höchstens = + 1. 

Eindeutig ist der Integrand auf einer Riemannschen Fläche mit » Blättern und vier Ver- 
zweigungsstellen. Alle Verzweigungslinien mögen nach einem regulären Punkte © hinlaufen, der 
auch in oo liegen kann. 

Zru Grenzen darf eine bestimmte Kombination aus der Reihe der Verzweigungswerte q,, @,, @,, 2 
genommen werden, wenn noch gewisse Bedingungen erfüllt sind.*) An diese ist man nicht mehr 
gebunden, wenn Anfangs- und Endwert des Integranden zusammenfallen. Der Weg ist dann ge- 
schlossen. Er darf aber in der unzerschnittenen Fläche kein Stück herausschneiden; denn sonst wäre 
sein Integral = 0. 

Solcher geschlossener Wege mit von Null verschiedenen Integralwerten gibt es mannigfach 
geformte. Ein um zwei Verzweigungswerte führender Weg kann symbolisch so charakterisiert werden: 
a: (q, a, ay, d.h. er umkreist nacheinander a, A mal, a, und a, zugleich in einer großen Schlinge 


o mal, dann noch a, einzeln » mal, worauf er sich schließt. A, v, og werden wir auch mit Vorzeichen 
versehen. Bei A und » besagen diese, ob der Verzweigungspunkt in vereinbarter Richtung, also 
positiv, oder entgegengesetzt, negativ umkreist ist. g können wir positiv oder negativ rechnen, je 
nachdem a, und a, beide ovalförmig in gleichem oder lemniskatenförmig in verschiedenem Sinne 
umlaufen werden. Wenn wir beachten, daß der Pfeilsinn außerdem kontinuierlich ist, erkennen wir, 
daß so der Weg in seinen wesentlichen Merkmalen eindeutig beschrieben ist. Die A, v, o sind nicht 
ganz willkürlich, sondern von Fläche zu Fläche an Bedingungen geknüpft. In das Wesen dieser 
Verhältnisse werden wir später eindringen. Eine Art von Wegen ist auf jeder Fläche möglich, die 
Pochhammerschen Doppelumläufe.**) 


*), Vgl. Heymann und Weber, a.a.0. (8. 1). 
**, Mathematische Annalen, 35. 


Nun denken wir uns die Fläche zerschnitten, und es drücken sich diese zahlreichen Integrale 
durch die 2» Periodizitätsmoduln aus in homogenen, linearen, ganzzahligen Verbindungen. 

Die Theorie der Differentialgleichungen führt nur auf zwei linear unabhängige Integrale. Der 
Widerspruch gegen das Vorige ist aber blos scheinbar, da im letzten Falle für den Bereich, in dem 
die Unabhängigkeit besteht, nichts vorausgesetzt ist, während die Periodizitätsmoduln nur im 
Körper der rationalen Zahlen und speziell im Bereiche R(1) der ganzen Zahlen, der sich aus 1 
rational bilden läßt, unabhängig sind. 

Die vorliegende Arbeit soll von funktionentheoretischem Standpunkte aus zeigen, wie in 
einem erweiterten Bereiche zahlreiche Relationen zwischen den Periodizitätsmoduln bestehen, die deren 
Reduktion auf zwei unabhängige ermöglichen. Hervorgehoben möge schon an dieser Stelle werden, 

2ri 
daß hierfür die Adjunktion einer einzigen Größe, der n'” Einheitswurzel e * zu R(1) ausreicht. 

Die hypergeometrischen Funktionen von noch höherer Ordnung wären analog zu behandeln. 
Der Integrand ist da ebenso gebaut, besitzt aber mehr Verzweigungswerte. In allgemeinen Gedanken- 
gängen werden wir oft diese höheren Funktionen miteinbegreifen, um das Prinzip der Methode 
deutlicher zu machen. Die rechnerische Durchführung dagegen beschränkt sich auf die Funktionen 
dritter Ordnung. Sie bietet dann in den übrigen Fällen nur noch praktische, aber keine prinzipielle 
Schwierigkeit mehr. 


1. Abschnitt. 
Kanonische Zerschneidung. 


$ 1. Die Gruppeneigenschaften kongruenter Schnittsysteme und der zugehörigen 
Periodentransformationen. 


Die Grundgleichung s” = functio rationalis (t), der die Irrationalität s des Integranden genügt, 

hat die Eigenschaft, nach einer Substitution 

ss wie] 02138 
ungeändert zu bleiben. # bedeutet in der Folge stets eine primitive, 0 eine beliebige »te Ein- 
heitswurzel. | 

Auf die Riemannsche Fläche, in der s und die Funktionen der Klasse eindeutig sind, über- 
trägt sich diese Eigentümlichkeit. Durch Angabe der 4-Werte ist die Lage eines Punktes oder einer 
Linie auf ihr noch nicht festgelegt. Es muß überdies bestimmt werden, in welchem der n Blätter 
der Fläche sie liegen. Diese Angabe entspricht dem Höhenvermerk bei einer kotierten Projektion. 
Sie möge, wie dort, die „Kote“ des Blattes und jeder Figur in ihm heißen. . 

Durch die obige Substitution sind die Werte des ursprünglichen »vten Blattes auf das erste 
Blatt der neuen, transformierten Fläche bezogen, und jedem Punkte der alten Fläche entspricht jetzt 
eindeutig ein gleich gelegener Punkt, dessen Kote um » kleiner ist. Die ganze Fläche aber wird 
auf sich selbst abgebildet, weil der Wertvorrat (9”-s) in seiner Gesamtheit dieselbe Gleichung be- 
friedigt, wie s selber. Wir können das auch so ausdrücken: Durch die Gleichung s” = functio ratio- 
nalis (£) ist allein die zyklische Folge der Blätter bestimmt; jede besondere Numerierung bringt ein 
‘dem Gegenstande fremdes Element herein, wenn wir sie auch für die konkrete Yeransch au Sig der 
Wertausbreitung nicht entbehren können. 

Liegt ein Querschnittsystem vor, das die Fläche zerschneidet, so lassen sich durch Erhöhung 
der Koten um dieselbe Zahl » n — 1 neue kongruent dazu anlegen, indem v ein volles Restsystem 
nach dem Modul » durchläuft. Auch jedes neue System macht die Fläche einfach zusammenhängend, 
da ja durch kongruente Umschichtung einem Wege keine wesentliche Eigenschaft verloren geht. 

Erhöhen wir die Koten jeweils um 1, so lassen sich offenbar aus dem ursprünglichen alle 
neuen Systeme ableiten. Dasselbe gilt für v, wenn v relativ prim zu n ist. Nach Ausführung von 
n gleichen Operationen gelangen wir aber wieder zum Ausgangssystem. Wir erkennen, daß diese 
‘ Operationen, und in erweitertem Sinne auch die Schnitte selbst, die Eigenschaften einer endlichen 
Gruppe mit der Periode » besitzen und heben dies erste grundlegende Ergebnis in einem Satze be- 
sonders hervor: 

I. Alle Schnittsysteme, die aus einem anfänglich gegebenen durch Erhöhung der Koten hervorgehen, 
machen, wie dieses, die Fläche einfach zusammenhängend. Sie bilden eine endliche, zyklische Gruppe 
mit der Periode n. 


in] 
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Die über die Schnitte erstreckten Integrale, die Periodizitätsmoduln, werden beim Übergang 
von einem System zum andern linear transformiert werden, d. h. so, daß jeder neue Modul ein lineares 
Aggregat der alten ist mit ganzzahligen Koeffizienten. Ein verschobener Schnitt hat nämlich in der 
durch das ursprüngliche System zerschnittenen Fläche den Öharakter einer gewöhnlichen, geschlossenen 
Linie. Sein Integral bestimmt sich also nach den allgemeinen Regeln und drückt sich linear, homogen 
und mit ganzzahligen Koeffizienten durch die alten Schnittintegrale aus, deren Wege mit den vom 
neuen Wege getroffenen ein Paar bilden. Trifft der neue Weg z. B. einen alten «-Schnitt, so springt 
sein Integral an der Schnittstelle von einem Ufer zum andern um einen endlichen Wert, den Wert 
des Integrales über den zugehörigen b-Schnitt. Die folgende Formel gibt die Gestalt der Substitution 
in leicht verständlicher Bezeichnung. Die ® sind ursprüngliche Querschnittintegrale, die 9 die Inte- 
grale über die verschobenen Schnitte. 

2p 
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Die c,; sind ganze Zahlen, die nicht sämtlich = O0 sind. Sie genügen gewissen Bedingungen”); eine 
derselben, daß ihre Determinante 1 ist, werden wir gleich ableiten können. 

Auf diese Substitutionen werden sich notwendig die Gruppeneigenschaften übertragen, wie 
wir jetzt des Näheren zeigen wollen. In der Theorie der Matrizen schreibt man eine Substitution, 
wie die obige, symbolisch so: 

7-10). 


& steht abkürzend für die Tabelle aller 49° Koeffizienten, welche die Substitution bestimmen. Diese 
wären bei einem Zahlenbeispiel hinzuschreiben, in Zeilen und Spalten geordnet, wie bei einer 
Determinante. 
Auf die gleiche Weise, mittelst derselben Substitution, wird aus | Q’} ein neues System [ 9} 
abgeleitet, so dab 
= eie). 


[Q’Yläßt sich aber auch unmittelbar durch {@} ausdrücken. Wir schreiben: 


iu) iO 
Die Elemente der symbolischen Potenz ©? bildet man aus denen von & nach dem Multiplikations- 
gesetz der Determinanten. Eine sonst nötige Einschränkung, die das kommutative Gesetz der Multi- 
plikation ungültig macht, hat hier bei der Potenzierung keinen Sinn.**) Es folgt für die Determi- 
nantenwerte: 


[e|-1CR 


Auf unsere neuen Rechnungsgrößen, die Matrizen, lassen sich die Gruppeneigenschaften übertragen. 
Unter sämtlichen Potenzen von & sind nur n verschiedene. Denn nach » Umschichtungen haben wir 
wieder die ursprünglichen Schnitte. Also ist 6” das Symbol der identischen Substitution, die Ein- 
heitsmatrix: 

G”=E. 


Der Determinantenwert von E und somit auch von &* ist 1, und es ergibt sich noch: 


*) Vgl. J. Wellstein, Zur Transformation der Querschnitte Riemannscher Flächen, Mathematische An- 
nalen, 52 und Krazer, Lehrbuch der Thetafunktionen. 
**) Vgl. Krazer, Lehrbuch der Thetafunktionen, S. 142. 
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|&j=|Cr=1, ao |C|=1. 
Damit ist ein weiterer wichtiger Satz begründet: 
II. Isomorph zur Gruppe der Qwerschnitte ist die Gruppe der Periodentransformationen. 

Die Integrale über zwei kongruente Wege mit ungleichen Koten unterscheiden sich nur 
durch den Faktor 0, wo 0 irgend eine n-te Einheitswurzel ist. Diese Bemerkung gibt uns die Mög- 
lichkeit, die neuen Moduln doppelt durch die alten auszudrücken und so unmittelbar Beziehungen 
zwischen den letzteren zu erhalten. Denn es ergibt sich nun, wenn wir Q. durch 6. Q, ersetzen, 
ohne weiteres: 


BD Q, Fe Casa Q, 4E Cu,2 0% a RE K Cu,ap %» 


0) — Gt Q, SE N + (ee 0412 6) Q, + Aa + C.,2» dep 
u= 1,2, 3, -.-,2p. 


oder 


Dies sind 2» lineare, homogene Gleichungen zwischen 2p Unbekannten, die als Periodizitätsmoduln 
nicht sämtlich = 0 sind. Es verschwindet demnach die Determinante der Koeffizienten, welche die 
charakteristische Funktion von & heißt: 


| and U ,e U 2» 
KO)- Bu Bar Gm El. 
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Der Gang der Untersuchung muß hier unterbrochen werden. Ehe wir aus ihr Nutzen ziehen können, 
müssen wir erfahren, wie man die Schnitte günstig anlegt. 


$ 2. Zerlegung der Gruppe in irreduzible Bestandteile.*) 


Es handelt sich jetzt um die Frage: Sind die betrachteten Gruppen reduzibel oder irreduzibel? 
Die letzten Worte sind im Sinne von Loewy gemeint, der in den 'Transactions (siehe Anm.) folgende 
Definition aufstellt: 

„Eine Gruppe © linearer homogener Substitutionen in n Variabeln heißt reduzibel, wenn 
man v <n lineare homogene Kombinationen der Variabeln mit konstanten Koeffizienten finden kann, 
die durch jede Substitution von & nur untereinander transformiert werden. Anders ausgedrückt, eine 
Gruppe © linearer homogener Substitutionen in » Variabeln heißt reduzibel, wenn man eine konstante 
Matrix 7 von nicht verschwindender Determinante angeben kann, daß alle Matrizen der zu & ähn- 
lichen Gruppe = 7&T-! gleichzeitig von der besondern Form 


(ist 0 | 
G,, Ss, 


werden, und ©,, einen Inbegriff von Matrizen mit » <n Zeilen und Kolonnen bedeutet ...“ 
In unsern Fällen verengert sich die Fragestellung und lautet: Lassen sich die Sätze I und II 
erst von der Gesamtheit der Schnitte aussagen oder bleiben sie in gewissen Fällen noch auf einen 


*), Vgl. A. Loewy, Über reduzible Gruppen linearer homogener Substitutionen, Verhandlungen des IN. inter- 
nat. Mathematikerkongresses in Heidelberg 1904, 8. 194 und: A. Loewy, Über die vollständig reduzibelen Gruppen, 
die zu einer Gruppe linearer homogener Substitutionen gehören, Transactions of the American mathematical Society 
Vol. 6 (1905), 8. 504. 
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Teil derselben anwendbar, so daß beim Umschichten die Schnitte eines solchen Teil- oder Untersystems 
nur untereinander vertauscht werden? 

Die zu einer endlichen Gruppe linearer homogener Substitutionen gehörigen Matrizen haben 
die Gestalt*) 
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oder sie lassen sich wenigstens durch Transformation der Veränderlichen auf diese Form bringen. 
Die M,, sind wieder Matrizen. Außerhalb der Diagonale stehen nur Nullmatrizen. Derartige Gruppen 
nennen Burnside und Loewy vollständig reduzibel. Für A=1 heißen sie irreduzibel. Die an- 
fänglich gestellte Frage lautet jetzt kurz: Wann ist A=1, wann 4>1? 

Die Frage kann nur gelöst werden, indem wir uns mit der Zahl und Art der Anlegung der 
Schnitte näher befassen. Die Schnittzahl ist bestimmt durch das Geschlecht der Fläche, 2». Sie ist 
gleich 2p für die mit einer Begrenzung versehene Riemannsche Kugelfläche, aus der ein Punkt 
herausgenommen ist. An diese denken wir immer, wenn von Schnittzahl die Rede ist. Die Schnitt- 
zahl einer geschlossenen, unberandeten Fläche ist ja stets ungerade, sie wäre hier 2p+ 1. Die Zahl 
2p ist abhängig von der arithmetischen Natur der Zahlen «, und n. Die Permutation der Blätter 
in a, ist O%, das Ergebnis einer «,-maligen Komposition der zyklischen Permutation Ü=(1,2,3,...,n) 
mit sich selbst. Die Theorie lehrt, und es ist leicht zu bestätigen: 0% zerfällt in d, einzelne zyklische 
Permutationen, kurz Zyklen genannt, wenn d,= {«,,n} der Hauptteiler von «, und n ist. In a, 
liegen dann d, Verzweigungspunkte. Jeder hat die gleiche Blätterzahl c, = n/6,. 

Es ist hier der Ort, den Unterschied der Bezeichnungen „Verzweigungswert“ und „Ver- 
zweigungspunkt“ hervorzuheben. Im folgenden heißt Verzweigungswert jeder t-Wert, in dem die 
Blätter irgendwie verzweigt sind. Verzweigungspunkt dagegen soll jede Stelle der Riemannschen 
Fläche genannt werden, wo die Blätter zyklisch zusammenhängen. In einem Verzweigungswert kann 
mehr als ein Verzweigungspunkt liegen. 

Wir nehmen die unterbrochenen Betrachtungen wieder auf. Die Formel für die Schnittzahl**) 
einer beliebigen Fläche lautet: 


(5) 2p= > (c-1)-2m—1). 
c bedeutet die Blätterzahl eines Verzweigungspunkts, und summiert wird über alle diese. Die obigen 
Daten genügen, um (5) auf einen endgültigen Ausdruck zu bringen. Es folgt nämlich 


(6) 29 = >81) 2 -)- In -8)—- 2-1), 
Be nl 
da c,= n/d, ist. v bedeutet die Anzahl der Verzweigungswerte. Ist » relativ prim zu sämtlichen «,, 
so sind alle d,= 1, alle Verzweigungspunkte »-blättrig, und man findet aus (5) sowohl, wie aus (6): 
2 = wW—2)n—1]). 
Wir beschränken uns in diesem Abschnitt auf den letzten Fall, und zwar sei n Primzahl, und v sei 


beliebig groß angenommen. Die Betrachtungen würden für v— 4 kaum einfacher werden, und über- 
dies spricht sich im allgemeinen Falle das Prinzip deutlicher aus. 


*, Literaturangaben hierüber in Loewys Abhandlung in den Transactions, a. a. 0. 
**, ‚Schnittzahl“ ist also stets in dem oben angegebenen Sinne zu verstehen. 
9* 
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2p ist nur von Null verschieden, wenn v>3 ist. Für vo—=5 ist die Anzahl der Schnitte 
=n— 1, und wir können sie so deformieren, daß sie sämtlich in einem um irgend zwei der drei 
Verzweigungswerte beliebig eng abgegrenzten Bereiche liegen. Wir sehen, die Anlage der Schnitte 
ist einfach und unmittelbar vorschreibbar nur bei den Flächen mit drei Verzweigungswerten. Hier 
wählen wir zwei der letzteren beliebig aus; um diese sind dann alle Schnitte — also n — 1 — anlegbar. 

Von großer Bedeutung ist es, daß wir Flächen mit beliebig großem v auf diesen einfachen 
und übersichtlichen Fall zurückführen können. Denn daß die Fläche mit drei Verzweigungswerten 
in Wirklichkeit den Grundtypus darstellt, den wir uns bei beliebigem v in Gedanken stets wieder 
herstellen müssen, davon überzeugt uns die folgende Überlegung. Wir teilen in Gedanken die Ver- 
zweigungswerte in drei „Komplexe“ ein. „Komplex“ nennen wir eine Anzahl derselben, die wir für 
sich allein betrachten wollen. Für,.gewisse Wege verhält sich ein ganzer Komplex in seiner End- 
wirkung genau so, wie ein einziger Verzweigungspunkt, und zwar für diejenigen, die ihn als ‚Ganzes 
umkreisen. An diesen Wegen würde nichts Wesentliches geändert werden, wenn wir sämtliche Ver- 
zweigungen des Komplexes unendlich nahe aneinander rücken ließen, so daß sie wirklich nur einen 
einzigen Verzweigungswert bildeten. Dann wäre sogar nur die letzte Art von Wegen mehr denkbar. 
Waren die Einzelverzweigungen 0%, C“®, ..., 0“, so haben wir nun eine gleichwirkende Gesamt- 
verzweigung (“+@+ +, Diese ist, wie die ursprünglichen, »-blättrig, da jan Primzahl ist und 
somit der Zerfall einer Verzweigung in einzelne Zyklen nicht eintreten kann. Lassen wir so jeden 
Komplex in einen Verzweigungswert zusammenschrumpfen, so entsteht eine in drei #-Werten ver- 
zweigte Fläche, die noch denselben Bedingungen (3) und (4) genügt, wie die ursprüngliche; denn die 
neuen « haben den gleichen mit » gemeinsamen Hauptteiler und die gleiche Summe, wie die alten. 

Wir wissen nun, daß die gegebene Fläche sich gewissen Schnitten gegenüber wie eine Fläche 
des Grundtypus verhält. Die letztere können wir zerschneiden mittelst » — 1 Schnitten um zwei be- 
liebige ihrer drei Verzweigungswerte Welche Erkenntnis ist damit für die ursprüngliche Fläche ge- 
wonnen? Auch diese Frage ist unschwer zu entscheiden. Wir stellen uns vor, wir lösten die ehe- 
mals zusammengefallenen Verzweigungen wieder auf, so daß wir die alten Verzweigungspunkte in der 
alten Lage wieder erhalten. Die Schnitte sollen sich dabei wie dehnbare Fäden, die Verzweigungs- 
punkte wie Pfosten verhalten, die jene, wenn nötig, vor sich herschieben. Die Schnitte in ihrer 
neuen Gestalt — n — 1 immer noch an Zahl — führen jetzt um zwei der früher gebildeten Kom- 
plexe, die sie als Ganzes umkreisen. Sie haben noch den gleichen Charakter, wie vorher. Freilich 
hat sich durch die Auflösung der Verzweigungen das Geschlecht bedeutend erhöht; es ist nicht mehr 
n — 1, sondern (v— 2) (n— 1), wo v die Anzahl der Verzweigungswerte nach ihrer Auflösung be- 
deutet. Unsere a — 1 Schnitte genügen also nicht mehr, um die Fläche einfach zusammenhängend 
zu machen. Aber sie zählen unter den anzulegenden Schnitten mit, d. h. jeder erniedrigt den Zu- 
sammenhang um 1, und ihre Zahl — hier n— 1 — gibt uns an, wieviel Schnitte um zwei durch 
beliebige Zusammenfassung der Verzweigungswerte entstandene Komplexe sich anlegen lassen. 

Das Geschlecht der Fläche ist (v— 2) (n — 1), und v— 2 auf die eben erwähnte Weise ge- 
bildete Schnittsysteme zu je » — 1 Schnitten werden sie zerschneiden. Über die passende Gruppierung 
der Verzweigungswerte zu Komplexen ist aber noch zu handeln. Wir können diese nämlich so an- 
ordnen, daß die richtige Zahl der Schnitte sich ergibt und daß ferner beim kongruenten Umschichten 
nur die Schnitte desselben Systems einander treffen. Dann kommen schon jedem dieser Schnitt- 
systeme die im letzten Paragraphen erörterten Gruppeneigenschaften zu. Dies gelingt, indem wir die 
Verzweigungswerte so kombinieren, daß der Bereich jedes Systems ganz innerhalb oder ganz außer- 
halb der übrigen Bereiche liegt, und nicht etwa so, daß zwei der letzteren einander durchdringen. 
Dann besitzen die Schnitte offenbar die zuletzt erwähnte günstige Eigenschaft. 


A 


Die praktische Anlage zeigt Abbildung 1 im Falle v—= 11. Wir sehen v— 2=9 Systeme, 
genau so viel, wie zur Zerschneidung nötig sind. Jedes ist durch eine lemniskatenförmige Schleife 
angedeutet. Andere, gleichwertige Lagen der Schnitte erhalten wir durch Deformation derselben, vor 
allem durch Herumstrippen um oo. An der Hand der Zeichnung leiten wir die folgenden, für be- 
liebig viele Verzweigungswerte a, gültigen Regeln ab: 


m nn 
a AT ar 


De Tre 


Die «a, sind zu je zweien zu umkreisen, dann zu je vier und so fort. Ist v ungerade, so kann 
eines der a, frei bleiben, wie in der Abbildung a,,. So gelangen wir zu immer größeren Bereichen, 
die stets zwei vorangegangene einschließen, zu Komplexen, die immer mehr Verzweigungswerte ent- 
halten. Die letzteren dürfen nur noch als Ganzes umlaufen werden. Das Verfahren wird solange 
fortgesetzt, bis die a, zu zwei Komplexen vereinigt sind. Jede weitere erlaubte Schnittgruppe könnte 
dann durch Deformation von der Fläche entfernt werden. In Abbildung 1 besteht der eine Komplex 
nur aus @,,. Er könnte aber auch aus mehreren der « bestehen. Man brauchte z. B. nur die große, 
um a, bis a, führende Schlinge der Schnittgruppe IX um 00 herüberzustrippen; dann würden a,, a, 
und a,, den zweiten Komplex bilden. 

Wenn v eine kleine Zahl, z. B. 3 oder 4 ist, sieht man sofort, daß die Anzahl der so er- 
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haltenen Schnittsysteme = v — 2 ist. Durch vollständige Induktion wird dies aber leicht allgemein 
bewiesen.) Wäre z. B. a,, nicht vorhanden, so würde auch die Schnittgruppe IX fortfallen. 

Für v=4 läuft je ein Schnittsystem um a, und a,, sowie um a, und «a,, wenn i, k, I, m 
irgend eine Kombination der Indizes 1, 2, 3, 4 ist. Ein a- und der zugehörige b-Schnitt gehören 
stets demselben System an. Beim kongruenten Umschichten treffen nur Wege desselben Systems ein- 
ander, also ist die Gruppe sämtlicher Schnitte reduzibel, und zwar ist A=2. Ebenso erkennt man, 
daß allgemein A=v— 2 ist. 

Die folgenden, mehr rechnerischen Betrachtungen führen wir nur für v—4 durch. Auch die 
zu einem System von Wegen gehörigen Moduln transformieren sich beim Umschichten nur unter- 
einander, und wir erhalten jetzt folgenden Zusammenhang zwischen neuen und alten Moduln: 


n—1 2(n—1) 
AM 27H RN. A Sm > | Cuk Q, 
al kn 


v=1,2:--n—1, u=n,n+1,::-2(n—]). 


Die Substitutionsmatrix hat die Gestalt: 

MELO 
f | 

Das Ganze ist eine quadratische Matrix mit 2p = 2(n — 1) Zeilen und Spalten. Diese zerfällt also 

in zwei in der Diagonale stehende quadratische Matrizen M,, und M,, mit je a — 1 Zeilen und 

Spalten. Die Gruppe der Periodentransformationen ist folglich nach früherer Ausdrucksweise voll- 

ständig reduzibel, und A ist — 2. Wir sind damit zu dem wichtigen Ergebnis gelangt: 

Il. Ist n eine Primzahl, so kommt es auf die arithmetische Natur der Exponenten «, nicht an. Die 
in I. und U. betrachteten isomorphen Gruppen zerfallen in diesem Falle stets in zwei ürreduzible 
Bestandteile, A ist = 2. 

Derselbe Satz möge auch in allgemeiner Form ausgesprochen werden: 
IV. Für beliebiges v ist A= v — 2, wieder unter der Voraussetzung, daß n eine Primzahl. ist. 


$ 3. Reduktion der Periodizitätsmoduln, wenn n eine Primzahl ist. 


Wir haben durch die Zerlegung der Gruppe erreicht, daß nunmehr bloß jedes Teilsystem für 
sich betrachtet zu werden braucht. Oder geometrisch gesprochen: Es ist statt einer Fläche mit vier 
zweimal eine solche mit drei Verzweigungswerten zu studieren. 

Von jedem Teilsystem gelten die schon abgeleiteten Ergebnisse. Jedes gibt also Anlaß zu 
einer Gleichung in 8 vom Grade p=n — 1. 

| 0 0 een 
BeN- I nl tr 0 ea 
(ia M-12 °*- ed 
Der Koeffizient von "=" ist (— 1)"-"— 1, das Absolutglied = %(0) = &|—= 1. Andererseits genügt 
9 als primitive »te Einheitswurzel einer irreduzibeln Gleichung. Diese hat, da n Primzahl ist, den 
Grad p(n)=n— 1 und lautet: 
den 


HR +. HO+1=0. 


*) Dasselbe allgemeine Endergebnis ist von Herrn Prof. Dr. Wellstein auf etwas anderem Wege in einer 
Vorlesung des Wintersemesters 1905/6 abgeleitet worden. 


Nun hat % eine primitive Einheitswurzel zur Wurzel. Folglich ist, da ® irreduzibel, % durch ® 
teilbar. Da außerdem 5% und ® von gleichem Grade sind, so kann ihr Quotient nur eine Konstante 
sein. Diese ist aber = 1, und % mit ® identisch, wie wir aus den Koeffizienten von 6°! oder aus 
den Absolutgliedern entnehmen, die in beiden Ausdrücken =1 sind. ®& hat keine zwei gleichen 
Wurzeln, ebenso %. Demnach ist %(0) +0, wenn nach der Differentiation die Veränderliche durch 
ein. primitives 6 ersetzt wird. Indem wir die Regel über Differentiation von Determinanten beachten, 
erhalten wir: 


3 (0) SwR, Fu Bra üys Ba, on Be au 0. 


Die %;; sind die ersten Hauptunterdeterminanten von %. Diese dürfen folglich nieht alle = O sein, 
mindestens eine ist von Null verschieden. Aus bekannten Determinantensätzen ergibt sich endlich 
als Schlußergebnis für den besondern Fall n = Primzahl: 
V. Die Moduln jeder Teilgruppe drücken sich im Körper der nten Einheitswurzeln linear und homogen 
durch einen von ihnen aus. 
Ist also n= Primzahl, so sind in diesem Körper allgemein v — 2 Moduln unabhängig. 
Für v = 4 im besondern ist die Zahl der unabhängigen Moduln zwei. 


$ 4. Allgemeines über den Fall, daß n zusammengesetzt ist. — Erledigung einer Reihe von 
günstigen Fällen. 
Bisher waren die Untersuchungen durch die Annahme, daß n eine Primzahl sei, bedeutend 


erleichtert. Sobald aber n zusammengesetzte Zahl ist, kommt auch die arithmetische Natur der Ex- 
ponenten « in Frage. ‘Wir wählen die folgenden, zum Teil schon benutzten Bezeichnungen: 


d;—{a,n}, dla, 0, n)— 10,0), Op = 1, 0} — 105, 0, 0}. 
Das Klammersymbol bedeutet „Hauptteiler von“. Unter ö, k, l, m sind die Indizes 1, 2,3, 4 in be- 
stimmter, aber beliebiger Reihenfolge verstanden. 6, gibt an, wieviel Verzweigungspunkte in a, 
liegen. Ein in «, etwa noch enthaltener zu n relativ primer Faktor p, ändert nur die Folge der 
Blätter in einem Verzweigungspunkt. 
Erinnert sei an unsere Grundbedingungen: 
(4) +, +@a+e,=Ö:n=0 (modn), 


wo ® eine ganze Zahl < 3 bedeutet. Ferner: 


(3) 1%, Of, &y, Om n) =. 

Wir geben (3) noch andere Formen, die uns später von Nutzen sein werden, nämlich 
er 1 N \ 

(3a) = (0; 6), Ö,, 0.) ja Kr On) Fr (0 Ö, N% 


(3), (4) und (3a) gelten für jede Kombination :, k, I, m. 

Die Zusammenhangsverhältnisse sind jetzt verwickelter als früher, wo sämtliche Verzweigungs- 
punkte »-blättrig waren. Sie bilden aber die Grundlage für die weiteren Betrachtungen und sollen 
daher zuvor erörtert werden. Auch die Bedeutung der oben eingeführten „Ö“ wird dabei hervortreten. 

Folgende Bemerkung stellen wir an die Spitze: Die von beliebig vielen Verzweigungspunkten 
gestatteten Permutationen bilden eine Gruppe. Diese Auffassung ist berechtigt, insofern irgend zwei 
Permutationen, nacheinander ausgeführt, wieder eine mögliche ergeben. 

Betrachten wir a, allein. Hier liegen im allgemeinen mehrere, nämlich ö, Verzweigungspunkte. 
Die Blätter eines jeden derselben kann man nur unter sich permutieren. Die vorliegende Gruppe ist 


ANETD.: 


also intransitiv; die Blätter zerfallen in d, Systeme der Intransitivität. Der Ausdruck „intransitiv“ ist 
hier anschaulicher, als der gleichbedeutende „reduzibel“. 

Lassen wir außerdem Umkreisungen von a, zu, wo die Verzweigung (x stattfindet, so läßt 
sich erwarten, daß nun ein Teil der intransitiven Systeme verbunden sein wird, so daß diese an Zahl 
abnehmen. Das ist genauer zu prüfen. Wir fragen also: Welche Folge hat eine Umkreisung von a,? 

Die in a, gelegenen Verzweigungspunkte mögen V, heißen, wo A die Werte von 1 bis 6, 
durchläuft. Wir gehen vom &ten Blatte von V, aus, das mithin die Nummer trägt 


v6. 4, LEONE 
& und A sind beliebig angenommen. Wir gehen einmal um a, herum und sind nun im Blatte 
v+,=%:, +9,44. 
Sei «=o(mod«,) oder =6:-0,+ 0, wo e<e«,; dann ist: 
v+ta=(& +0), +o+4. 
Wir befinden uns folglich, nach «a, zurückgekehrt, in V,,,, wobei unter Umständen zu berücksichtigen 
ist, daß 


v, V. 


+0-9, 7 "+ 
daß also die Reihenfolge der Verzweigungspunkte eine zyklische mit der Periode d, ist. Nur A und o 
sind demnach wichtig, während & und o nicht in Betracht kommen. 

Um dies bequem ausdrücken zu können, führen wir einen neuen Begriff ein, der uns noch 
öfter begegnen wird. Wir legen um den Verzweigungspunkt einen in sich zurücklaufenden ge- 
schlossenen Weg, eine „Umkreisung“; ein Teil derselben, der von einem Blatt ins nächste führt und 
einem Drehwinkel von 360° entspricht, nennen wir „Umgang“ oder „Windung“. Es besteht z. B. 
(1,2,3,...v) aus den Umgängen (1, 2) (2,3)... (v—1,v) (v, 1); zwei solche, wie (v, 1) und (1, ») 
sehen wir nicht als verschieden an. 

In jedem Blatte besitzt «a, zwei Umgänge, die aber paarweise identisch sind. Die Anzahl 
derselben ist demnach n. Das letzte Ergebnis kann nun kurz so formuliert werden: In V, ent- 


. N .. . . . .. 
springen — Umgänge, die sämtlich nach V. führen. 


ö; a 

Umkreisen wir nochmals 4, Indem wir von einem beliebigen Blatte von V,,, ausgehen, so 
kommen wir nach V7,3,- Nur wenn o=(, also «, durch «, teilbar ist, bleiben wir stets in V,. 
Das lehrt auch die geometrische Anschauung. In diesem Falle bleibt die Zahl der intransitiven 
Systeme dieselbe. 


Allgemein ist der Zusammenhang der V ausgedrückt durch 
Ve 


Diese Permutation spaltet sich in {d,,0o} Zyklen. Wenn wir «,=p,ö, setzen und beachten, daß 
dann «,=6-p,d,+ 0 ist, so finden wir {d,, oe} aus der nachstehenden Rechnung: 


(0,0) = (9 (6-P,)-0,+0)} Rz (9, )=ia,N, ei.) 


(0) = 
Hierbei ist berücksichtigt, daß der Hauptteiler von mehreren Größen derselbe bleibt, wenn man ein 
beliebiges, positives oder negatives Vielfaches einer Größe zu einer andern addiert und dann den 


Hauptteiler aufsucht. Die Zahl der intransitiven Systeme ist jetzt d,,, wo 1<d,<6,. Es sind 
ö, Au “ 2. 10 

Je 5 —& derselben zu einem einzigen vereinigt, wenn d,— 6, € 
ik 


oder: 


gesetzt wird. 


ü 
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Je = Umgänge haben, wie wir oben sahen, den gleichen Effekt. Denn wir sahen oben, daß 


; 

wir von einem bestimmten V, nach V,,, kommen, gleichgültig, wie groß & war, also gleichgültig, 

von welchem der = in V, zusammenhängenden Blätter wir ausgingen. Alle Umgänge können deshalb 
4 Ü 

nicht wesentlich sein, um eine Verbindung zwischen zweien der V, z.B. V, und V;, 0, herzustellen. 

Es genügt vielmehr, wenn je zwei Systeme durch eine oder &, derselben durch ,—1 
Windungen zusammenhängen. Im ganzen sind mithin nur d,(,— 1) = d,— d,, der letzteren 
wesentlich. Jeder weitere Umgang hat keine wesentliche Bedeutung, da er zwischen zweien der V/ 
verläuft, die auch vorher schon mittels der wesentlichen Umgänge in Verbindung standen. 

Besäße eine Riemannsche Fläche bloß die zuletzt beschriebenen Verzweigungswerte a, und qa,, 
so würde sie offenbar in ö,, einzelne Flächen zerfallen. Diese wären jedoch vollkommen gleichartig 
gebaut, da Blätterzahl und Art der Verzweigungen übereinstimmen. 

Diese Gesetze lassen sich ohne Schwierigkeit auf mehr als zwei Verzweigungswerte ausdehnen. 
Bei Benutzung von «,, a, und a, z. B. sind die Blätter in Öd,,, Systeme der Intransitivität geteilt. 
Auf einer nicht zerfallenden Fläche können dieselben verbunden werden durch d;,, — 1 passende 
Windungen. Diese werden in einem oder mehreren der übrigen Verzweigungswerte gelegen sein, je 
nachdem sich ein «a,, finden läßt, so daß 


(6,, Ö,, Ö,, ) 
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ist oder nicht. 

Wir sehen: Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß eine Fläche in h Teile 
zerfällt, ist, daß der Hauptteiler sämtlicher Exponenten undn = sei. (3) verhindert also, daß die 
vorgelegte Fläche sich in getrennte Stücke spaltet. | 

Nach Erledigung dieser Vorfragen kehren wir zum Gegenstande selbst zurück. Von den letzten 
Ergebnissen ist nun ausgiebiger Gebrauch zu machen. Wir denken uns, genau wie oben, a, und a, 
in einem Punkte zusammenliegend, so daß die Verzweigungen C*"*, 0%, 0° entstehen. (© be- 
deutet den Zyklus (1,2, :-:n). 

Das Geschlecht der neuen Fläche hängt davon ab, in wieviel Verzweigungspunkte 0%" sich 
auflöst. Es ist also der Hauptteiler von «;+ «, und % aufzusuchen. 

Wir gebrauchen, wie immer für Zahlen, die mit n keinen Teiler gemein haben, den Buchstaben 
„pP“ und setzen: 

dd, =, eds, ah 


& und &, sind teilerfremde Faktoren von n. Durch Einsetzen ergibt sich: 
+ It Pre). 
Die Klammer kann einen Teiler E,, von » enthalten, der dann der Beziehung genügt: 
/ Pr Er — ME + Prör- 
p;, faßt alle zu % relativ primen Faktoren zusammen. Es wird so: 
+ = Pr‘ (Ein). 
d,,E;, ist der gesuchte Hauptteiler, der die Anzahl Verzweigungspunkte von Ü angibt. 
p,8;+ p,e, kann teilerfremd zu » sein. Oder aber das folgende ist möglich: «, und «, sind 


relativ prim, + «, geht in n auf. Dann ist d,=1, y, +9 =@«,+.@,—=E,, und wir haben 
die Grenzen von E,;: 


&; + &r 
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Lassen wir a, und a, zusammenfallen, so finden wir: 


& er Km E Pym (dm En: 


wo den p, d, E dieselbe Bedeutung zukommt. 
Nun gehen wir auf die Grundbedingung (4) zurück. Sie lautet nun 


dr Or E,: Hr Pım Om a —-=ÖG:.n. 


Berücksichtigen wir, daß p,, und p,, keinen Teiler von n enthalten, während sowohl d,,, E,,, als 
Om Em In n aufgeht, so folgt: 


Im 
one, (En A Inn En): 


x und y sind mithin ganze positive Zahlen und es ist x — Di Nun sind aber die Einheiten die 
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einzigen ganzen Größen eines Bereiches, deren reziproker Wert auch ganz ist. x und y sind also 
beide = 1 und wir haben 

(8) (en Zonen 
Es sind aber nach (3a) d,, und 6 
Ö,,, teilbar. 

Aus (8) schließen wir, daß 0“ und 0" in gleichviel Verzweigungspunkte sich auflösen. 
Das folgt indessen auch unmittelbar aus (5). Denn wenn wir «+ «, kurz mit „3“ bezeichnen, so 
ist Ort 08 und Or m— 0°" 07%, 0° erhält man aber, indem man C in O7" ver- 
wandelt, also die Reihenfolge der Buchstaben umkehrt, und dann CO”! in die symbolische Potenz 3 
erhebt. Die Zyklenzahl ist demnach die gleiche, wie die von Üt3. 

Von den Folgerungen, die sich bei bestimmten Voraussetzungen aus (8) ergeben, heben wir 
zwei für das spätere wichtige heraus: 


(9) Ausı din — Om el TolgbsEi,e ne 
(10) Aus JEın m Era al folgend edel 


teilerfremd. Folglich ist stets E,, durch ö,, und E,, durch 


Im Im 


Im 


Die Annahmen der letzten Zeile sind die einfachsten jetzt denkbaren. Ihre Gültigkeit sei daher in 
den nächsten Betrachtungen vorausgesetzt. 

Aus (10) ergibt sich, daß Ö,E;,, = I,mEm 1 ist. Folglich geht weder «, + «,, noch 
ac, +0, in n auf. Insbesondere muß also 2Ze=©.n in zwei zu n relativ prime Summanden 
zerlegbar sein, die >2 sind. Für 6 ist das z. B. nicht möglich, wohl aber für 2-6=12, denn 
5+T= 12. 

Ist ©. n eine solche Zahl, so ist weiter verlangt, daß sich eine Kombination von zweien der 
« finden läßt, deren Summe zu n teilerfremd ist. Dasselbe gilt dann auch für die Summe der beiden 
übrigen «. Wenn z. B. gegeben ist n=60, „=10, ,=11, a, =27, «,= 12, so hat nur die Kom- 
gination («,, &), (&, «,) die gewünschte Eigenschaft. «, k und l, m haben von nun an die im vor- 
angehenden erläuterte bestimmte Bedeutung. 

Jetzt hängen auch, nachdem a, urd a, bzw. a und a, zusammengefallen sind, die Blätter 
noch sämtlich zusammen. Denn (“+ bzw. (m sind n-blättrige Verzweigungspunkte, die 
allein genügen, um alle Blätter zu verbinden. Arithmetisch ist dies ausgedrückt in den Formeln: 


(IrEin Ö,, On TE ch Ö, 6} u 1 
und 
(6;, Ö,, en) a Ki Ö,, 1} = 1, 
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Beide Hilfsflächen genügen mithin den Bedingungen (4) und (3). Für die Schnittzahl solcher Flächen 
haben wir in (6) eine Formel aufgestellt, die wir hier benutzen werden. 

2P;, möge das Geschlecht der Fläche sein, auf der die Schnitte nur um a, und a, führen, 
derjenigen also, welche die Verzweigungen (%, O0“, O*ı+ “m besitzt. Analog ist die Bedeutung 
BO 2:9... 

Soll die uns vorliegende, in 4 t-Werten verzweigte Fläche mittelst getrennter Schnittsysteme 
einerseits um a, und a,, andererseits um «a, und a,, einfach zusammenhängend werden, so ist er- 
forderlich, daß 

2p—2P + 2Pim- 
Wir finden: 
29, =3n— 1-5, 8, —-2n -D=n+1-8—- 0, 


(11) ee eo, 
I Annan ee dn 2 — me. 


[} 


Also: 
2p —2P; + 2Pım: 


Die Ausdrücke gehen in die früheren über, wenn d,=d, = d,= 6,1 ist, sie liefern dann 2y,, = 2P,,, 
—=n— 1, während hier im allgemeinen 2p,, und 2p,, ungleich und <n— 1 sind. 

Die Gruppe der Umschichtungen ist also wieder reduzibel, ebenso die isomorphe der Perioden- 
transformationen. Die Substitutionsdeterminante hat jetzt das Aussehen: 


DIR 
OD 


im 


D,, ist eine 29,,-, D,, eine 2p,„-reihige Determinante. 
Es genügt wieder das Studium jeder Gruppe für sich. Wir erhalten, genau wie früher 


Dt und DD.) = I. 


Die Bezeichnung ® soll kurz erläutert werden. Die obige Substitution mag durch eine Änderung 
der Koten um »v bedingt sein. Ist v—=1 oder teilerfremd zu », so kann aus dem ursprünglichen 
jedes kongruente System abgeleitet werden. 0 = e?”'’/” ist dann primitiv. 

Die obige symbolische Schreibweise ist nicht mißzuverstehen. D,,(0) bedeutet die sogenannte 
„eharakteristische Gleichung“ von D,,. Wir betrachten nur D,,(#) weiter; für D,„(0) gilt ganz 
Analoges. 

Wir können das Querschnittsystem um jede Zahl v <n umschichten. Jede solche Umschich- 
tung gibt Anlaß zu 2p,, linearen homogenen Relationen zwischen den 2p,, Moduln eines Teilsystems 
und somit zu einer Gleichung D,,(0$) =0 für das zugehörige 06 = e?”'r/*. Wir erhalten also je eine 
Gleichung D,,(6)=0 für jeden der n— 1 Werte von 0. Wenn v und n einen Teiler gemeinsam 
haben, so ist die Periode der Transformationsgruppe nicht n, sondern n/{v, n}; indessen ist das hier 
ohne Belang. 

Entscheidend für den Beweis, daß in jedem Teilsystem ein Modul unabhängig ist, wird sein, 
ob D,,(0) das entsprechende 9 nur als einfache oder als Doppelwurzel enthält. Denn ist 0 ee 
Wurzel, so ist D,, (0) +0, und die lineare Unabhängigkeit eines Moduls folgt, wie oben am Schlusse 
von $3. Ist aber 9 Doppelwurzel, so ist D,,(0#) = 0, wir können nicht mehr, wie früher, schließen 


und erhalten keine Entscheidung. 
3* 
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Ist # primitiv, so hat D,,(0) sämtliche primitive 0 zu Wurzeln. Dies folgt aus einem Satze der 
Algebra, da die primitiven »ten Einheitswurzeln einer irreduzibeln Gleichung @=0 vom Grade 
p(n) = nII(1 — 1/p) genügen, wo für p jeder Primfaktor von n zu setzen ist. 

Die Untersuchung der Grade von D;,,(0) und von ®(0) führt oft zur Entscheidung. Zunächst 
ist D,,(0) durch ®(0) teilbar, und es läßt sich auch leicht zeigen, daß stets p(n) < ist, als der Grad 
von D,,(0), n— 6,;,— 6,+ 1. Denn bedenken wir, daß n >0,-06,, daß ferner d, und ö, selbst noch‘ 
in mehrere Primfaktoren zerlegbar sein können und daß allgemein 

(1 —-1/a)(1—-1/b) <1-—1j/ab, 
so folgt: 


* | R HIN. (, 5+,—1 Be: 
PR) Zn - ya 1/0) -n(1- E )<r(1- on +1 


Also ist, wenn wir die Zwischenglieder überspringen: 
pyn)<n—9,— 6, +1. 


Das Gleichheitszeichen steht offenbar nur dann, wenn 6, und Ö, Primzahlen sind und n = 6, - Ö,. 
Dieser letzte Fall schließt sich genau an den von $ 3 an, und es ist dann, wie dort, D,, = ®. 
Dann hat D,,, wie ®, nur einfache Wurzeln. Das gleiche gilt, wenn sich in einem gegebenen Falle 
zeigen läßt, daß 
2 m)>n—9,—I, +1. 
Oft ist aber 
2py(n)<n—6,—d, +1, 


und dann ist in jedem einzelnen Falle D,,(0#) zu bilden und zu untersuchen, ob das zugehörige # 
Doppelwurzel ist, weil dann die Grade der Funktionen D,,(#) und ®(6) keinen Aufschluß geben. 
Bo wäre z. B. für »n=18, d,=2, 4, =9: 


y(n)=6,n-9,—d,+1=8, ao 2pym)>n—0,— +1. 
Dies wäre ein günstiger Fall, für den unser Beweis gilt. Dagegen wird für n= 30,04, =2, 6, =95: 
o(n)=8,n—9,—d,+1=24, also 2pyn)<n—d,;—d, +1. 


Dies ist ein ungünstiger Fall, für den die Untersuchung der Grade allein keine Entscheidung gibt. — 

Wir fassen das Ergebnis zusammen: 

VI Wenn die Summen &;+ «, und «,-+ «, teierfremd zu n sind, lassen sich sämtliche Schnitte auf 
getrennte Systeme um a, und a, bzw. a, und a,, verteilen. Indessen ergibt sich nur damn eine Ent- 
scheidung, wenm ürgend em D,,(0) und irgend ein D,„(0) das entsprechende 6 nicht als Doppel- 
wurzel enthält. Ist dies der Fall, also 0 keine Doppelwurzel, so folgt wieder, daß in jedem Teil- 
system 1, ım gamzen also 2 Moduln unabhängig sind. In den übrigen Fällen gibt die bisher 
angewandte Methode keine allgemeine Antwort. 


$5. Die übrigen Fälle. 


Erhielten wir mittels der bisherigen Methode selbst in den zuletzt behandelten günstigen 
Fällen nicht immer eine Entscheidung über die Zahl der linear unabhängigen Moduln, so ist jetzt 
zu zeigen, daß eine solche in allen übrigen Fällen durch Spaltung der Gruppe nie möglich ist, da 


‘ sich die Schnitte nicht mehr in zwei Teilsysteme um a, und a,, sowie um a, und a, ordnen lassen. 


Bo 
Wir fassen also jetzt die bisher nicht berücksichtigten Fälle ins Auge. Mindestens eines der E wird 
nun größer als Eins sein. Wir bilden wieder die Hilfsflächen mit den Verzweigungen 
ONE, 0 Om bzw. OR, (9, {ir (3 

Die Hauptteiler der Exponenten und n sind mit Beachtung von (3a): 

19; Ein On Omi = (I Ein lie 

(9 E a (mE Ö; } — by 
Die Flächen zerfallen beide nicht, wenn d,,=6,,„=1. (8) gibt dann die weitere Beziehung: 
E;, = E,„.: Nach bekannten Regeln berechnen wir unter diesen Voraussetzungen die Schnittzahlen: 


(12) und 


Im Im? Im? 


2p, =3n— En 95; - 5, -2r-)=n-E,- 9-9, +2, 
2p,=mMm— Er - 9 -9,-2m-D=en-E,- 9, —9,+2 
2p=2n— 20-+2, 
29 — 29, 7 209m = 2Er 2: 


(13) 


Dies ist nur Null, wenn E,,=1, sonst größer als Null. Ist aber E,,=1, so lauten die Voraus- 
setzungen vollständig: 
(4a=dmn |, Ee-l=E 
Das sind aber grade die des in $ 4 behandelten Falls. Dieser allein läßt getrennte Schnitt- 
systeme zu. 
Wir gehen weiter zu weniger speziellen Fällen. Es sei jetzt wenigstens einer der Haupt- 
teiler zweier d, z.B. d,,>1. Aus (12) folgt, daß nun die betreffende Fläche in d,, gleichartige 


Im’ 


N 


Stücke mit je z 
ik 


ONE 
4 im Fı 
Blättern auseinandergeht. In jedem besteht 0°""" noch aus — 5 Verzweigungs- 
ik 


. . . Ö, ö . . 
punkten. Ferner liegen in a, und a, je 5, = & bzw. 5, = g, Verzweigungspunkte: e, und e, sind 
jedoch teilerfremd, die Stücke zerfallen mithin nicht weiter. 


Die Schnittzahl einer ,; blättrigen Fläche ergibt sich zu: 


ik 
3n 9, m Ein N n im Eı 
DE EEE mr® ur | =, 2 m Im 2 
2Pik &,— 5 2\2 = _ ,—&,-+ 2. 
j Ö;% 0;% i : 9; % 9;: 9; ; % 
. = . . . RW .. . en 
Soviel Schnitte lassen sich auf jeder der d,, „--blättrigen Flächen um a, und a, anlegen. Auf allen 
ük 

zusammen, d. h. auf der vorgelegten Fläche sind demnach um a, und a, möglich: 


(14) 2 N ImEm- 9 rt 20; 


im 
Durch Spezialisierung geht (14) in (11), (13) oder (6) über, mit (14) beherrschen wir alle Fälle. 
Wir finden weiter: 
Am TN—IgEr It cm 


und: 
2p=2n— 20 +2. 
also: n 
(15) 2p I" (2P;: a 20.) = 2 Ar Öle a 2) + N Bo; 2). 


Unterwerfen wir 6,,, 0,» Ein, Eim Keiner Beschränkung mehr, so umfaßt (15) sämtliche Einzelfälle. 
Negativ kaun der Ausdruck nie werden, Null nur, wenn E,=E,„=1, was auch noch d,,=d,,—=1 
zur Folge hat. 


’ Im 


Es ist so bewiesen, daß von sämtlichen möglichen Fällen allein der im $ 4 behandelte die 
Anlage der Schnitte in getrennten Systemen erlaubt. 

Es wird nun außer den Schnitten um «a, und a, bzw. a, und a, noch „Zwischenschnitte *)“ 
z.B. um a, und a, geben. Letztere treffen bei Kotenänderung die kepräsentanten ihres eigenen 
und der beiden andern Systeme. Die bisherigen Methoden versagen deshalb hier. 

In sämtlichen Fällen erhalten wir das gewünschte Resultat, wenn wir die Fläche zerschneiden 
mittels der „lacets elementaires“ oder Elementarschleifen von Puiseux.*”*) Unser vorläufiges Er- 
gebnis lautet also: 

VI. Wenn die Bedingungen von $ 4 nicht erfüllt sind, ist es nicht möglich, die Schnitte in getrennten 
Systemen anzulegen, die bisher angewandte Methode versagt dann. 


*) Zwischenschnitte kommen z. B. vor in Schulz-Bannehr, Zur Funktionen- und Invariantentheorie 
e. speziellen Kurve 4. Ordn., Diss. Straßburg. 

*) 8. Puiseux, Untersuchungen üb. d. algebr. Funktionen, d. v. Fischer, oder Briot, Theorie des fonct. 
abeliennes oder A. Clebsch und P. Gordan, Theorie d. Abelschen Funktionen, 4. Abschnitt. 


2. Abschnitt. 
Zerschneidung mittels Elementarschleifen. 


$6. Allgemeine Regeln. 


Mit neuen Mitteln soll jetzt die Frage noch einmal untersucht werden. Die neue Methode 
wird zum Schlusse alle Fallunterscheidungen überflüssig machen und das Ergebnis allgemein liefern. 
Indessen sind noch einige einleitende Betrachtungen notwendig. Es ist dabei, wie stets, nützlich, 
sich die Fläche als Kugel vorzustellen. 

n untereinanderliegende Punkte, die einem regulären t-Wert entsprechen, seien zu kleinen 
kreisförmigen Löchern ausgebohrt, die den Rand bilden. 2p ist das Geschlecht einer Riemannschen 
Kugelfläche mit einer Randkurve. Die jetzt erhaltene Fläche mit » Randkurven ist also (2p+n—1)-fach 
zusammenhängend. 

Die Schnitte werden längs Wegen geführt, die von einer Randkurve ausgehen, in Schleifen- 
form einmal um einen Verzweigungspunkt herumlaufen und in das kongruente Loch einmünden. Sie 
sind als Kanäle mit zwei Ufern zu denken. Es sind die am Schlusse des letzten Paragraphen schon 
erwähnten Elementarschleifen. Eine Vereinfachung gegen früheres liegt darin, daß nur je ein Ver- 
zweigungspunkt, und dieser nur einmal umkreist wird. Jeder Schnitt besteht mithin nur aus einem 
Umgang. Die Einführung von Hilfsflächen hat hier keine Bedeutung mehr, und die E fallen aus 
der Untersuchung heraus. 

In einem »v-blättrigen Verzweigungspunkt dürfen bloß » — 1, aber v» — 1 beliebige Umgänge 
zur Anlage der Schleifen benutzt werden. Die »'® Schleife nämlich würde mit den » — 1 andern 
einen in sich zurücklaufenden Weg um den Verzweigungspunkt bilden. Ein solcher aber schneidet 
stets den Verzweigungspunkt heraus. Es sind demnach auf der vorgelegten Fläche nur 

4 


Za-)-I0-n 


i=1 
Schleifen möglich. 

Würde aber in allen wirklich durchgeschnitten, so wäre der Zusammenhang sämtlicher Blätter 
nicht gesichert. Eine einfache Überlegung*) zeigt indessen: Auf jeder zusammenhängenden Fläche, 
also einer solchen, die (3) genügt, gibt es n — 1 Windungen, die allein genügen, um sämtliche Blätter 
zusammenzuhalten. Mit ihrer Hilfe gelangt man in alle Blätter. Sie heißen Fundamentalpunkte. 

Eine Reihe derartiger Umgänge lassen wir frei. Die übrigen besetzen wir mit Schleifen. 


Da dies gerade 
4 


D>a-)-n-D=2p+m-1) 


i=1 
Schnitte sind, so wird unsere Fläche, deren Geschlecht eben 2p + (n — 1) ist, nach ihrer Anlage ein- 
fach zusammenhängend sein. 


*) Siehe Clebsch und Gordan, a. a. O., 8. 83 oder Briot, Theorie des fonetions abeliennes, 


ey... 


‚Daraus folgt, daß sie nur eine Randkurve besitzen kann. Sonst wäre sie ja mehrfach zu- 
sammenhängend. Sämtliche Schleifenufer lassen sich mithin in einem einzigen Zuge durchlaufen. 


Wir wollen hierbei dem Rande eine positive Richtung beilegen in der Weise, daß die Fläche stets 


Wenn wir noch die beiden Ufer einer Schleife $ als + ß und — ß unterscheiden, 


zur Linken liegt. 
Dies und das Folgende ist aus 


ist die Reihenfolge, in der die Ufer umfahren werden, eine feste. 
Figur 2 ersichtlich, die auf das weiter unten durchgeführte Beispiel paßt. 


- 


mn. _ 


Die den Schleifen beigeschriebenen Zahlen bedeuten da die Blätter, in denen dieselben ver- 
laufen. Die im Kreise freigelassenen Öffnungen bezeichnen die Stellen, wo im ersten Blatt eine Schleife 
entspringt oder mündet. Nur an diesen Stellen muß man im ersten Blatte den Kreis verlassen. Das 
Nähere folgt später. 

Die Fläche liegt bei Durchlaufung von + ß bzw. — ß auf verschiedenen Seiten. Unserer Defi- 


nition der positiven Umlaufsrichtung gemäß wird deshalb — ß den entgegengesetzten Pfeilsinn wie 
+ ß haben. Für die Integrale gilt also: 2 e 
(16) Ve 
ER +P 
Sobald ein schon einmal durchlaufenes Ufer nochmals vorkommt, schließt sich der Linien- 
Das kann folglich erst geschehen, nachdem sämtliche übrigen Schleifenufer umfahren sind. 


zug. 
Das Integral über den ganzen Rand stellt sich dar als algebraische Summe von Schleifen- 
integralen. Die kreisförmigen Löcher laufen um den regulären Punkt ®’, ihre Integrale sind gleich 
Das 


Null. Jedes Schleifenintegral kommt zweimal, und zwar einmal positiv und einmal negativ vor. 


Gesamtintegral ist folglich Null, R= 0. 


. 


Wir denken uns die Schleifenufer in ihrer zyklischen Folge aufgeschrieben. Zwischen + ß 
und — ß liegt eine Reihe von ihnen, die wir einschließlich + ß und — ß die Sequenz „DB“ nennen. 
Ist y eine weitere Schleife und liegt eines ihrer Ufer innerhalb, das andere außerhalb ®, so sagen 
wir, die Ufer von y seien durch ® getrennt. Ein Integrationsweg, der + ß trifft, hat dem Rande 
bis — ß zu folgen, er nimmt mithin die Sequenz B in sich auf. 

Über die Integrale ist noch Einiges zu sagen. Bezeichnen wir mit — ® die von — ß nach + ß 
in positivem Sinne führende Sequenz, so folgt aus R=0: 


(17) or 


8 

Fassen wir also nochmal zusammen: Einem negativen Schleifenufer entspricht auch ein negatives 
Integral, denn die Integrationsrichtung ist umgekehrt, während auf beiden Ufern gleiche oder doch 
nur unendlich wenig verschiedene Funktionswerte stehen. Ebenso entspricht einer negativen Sequenz 
das negativ genommene Integral, da positive und negative Sequenz sich zum ganzen Rand ergänzen 
und somit die Summe beider Null ist. Wegen (16) und (17) und um die Bezeichnungen nicht un- 
nütz zu vermehren, benennen wir mit 8 und ® auch die betreffenden Integrale. Jede @leichung wird 
jetzt ein doppeltes aussagen, und in der Tat sind die Eigenschaften von Weg und Integral völlig 
analoge. Mißverständnisse kann dies demnach nicht verursachen. 

Aus dem Vorhergehenden ergibt sich nun, daß der Modulan +ß=+® ist. Darin kommen 
nur die Integrale vor, die über von B getrennte Ufer erstreckt sind, die andern, vor allem ß selbst, 
heben sich heraus. Die Koeffizienten sind + 1 oder — 1. Wenn in einem Blatte nur eine Schleife ß 
entspringt, so überzeugt man sich leicht aus der Figur, daß dann auf — ß sofort + ß folet. Der 
Modul an ß ist jetzt = 0, da keine zwei Ufer durch B getrennt sind. Andererseits verschwindet ß 
aus jedem andern Modul, da ein solcher stets + ß und — ß gleichzeitig enthält. Dieser Fall tritt 
leicht ein bei Flächen mit nur einfachen Verzweigungspunkten. Er wird uns nicht weiter beschäftigen. 

Wir haben also 2p + (n— 1) Scehleifenintegrale, ferner ebensoviel Moduln, die lineare Ver- 
bindungen, nämlich algebraische Summen der ersteren sind. Es ist zunächst zu zeigen, daß unter den 
Moduln nur 2p im Bereiche der ganzen Zahlen unabhängige sind, wie die Theorie verlangt. 


$ 7. Reduktion der Moduln auf 29. 


Wir betrachten einen vollständigen Umgang.*) (In der Figur 2 u,.) Dies ist ein geschlossener 
Weg um %, der, wenn er eine Schleife trifft, dem Rande bis zum gegenüberliegenden Ufer folgt 
Er nimmt also alle Sequenzen des betreffenden Blattes auf. 

Es gibt n vollständige Umgänge, in jedem Blatte einen. Das Integral über einen derartigen 
Weg ist = Rohintegral + algebraische Summe der Sequenzen oder Moduln eines Blattes. Das Roh- 
integral ist = 0 nach dem Satze von Cauchy, da ©’ regulär ist. 

Wir können den Umgang vollständig an den Rand der zerschnittenen Fläche herandrücken. 
Es ist dann ein ständig und in gleichem Sinne dem Rande folgender geschlossener Linienzug. Er 
wird demnach den Rand ganz enthalten, im allgemeinen aber nicht einmal, sondern mehrere Male. 
Es möge z. B. zuerst von + ß nach — ß die Sequenz B durchlaufen werden. Auf — ß folge — y. 
Ist nun — y von + y getrennt durch ®B, so wird innerhalb — & auch + ß sen. Um nach + y zu 
gelangen, müssen wir dann an + ß vorbei, wobei eine Umkreisung beendet ist. Die Summe aller 


*) S. Clebsch und Gordan, a. a. O., 8. 84. 


Et. SR 


Sequenzen eines Blattes führt jedoch zu + ß zurück, wobei man den Rand beliebig oft durch- 
wandern mußte. 

Da das über den Rand erstreckte Integral Null war, so gilt das gleiche vom vollständigen 
Umgang. Jeder Umgang liefert demnach eine lineare, ganzzahlige Beziehung zwischen den Moduln. 
Hier sind indessen wieder die Koeffizienten nicht beliebige ganze Zahlen, sondern +1 oder — 1. 
Jene enthalten die Schleifenintegrale nicht in beliebigen, sondern in solchen Verbindungen, daß stets 
die algebraische Summe der Moduln eines Blattes Null ist. 

Sämtliche n so gewonnenen Beziehungen sind aber nicht unabhängig. Das ist noch zu be- 
gründen. +MX und — U sind zwei Sequenzen, die sich zur kreisförmigen Tabelle der Schleifenufer 
ergänzen. Wir werden +W und — W als verschieden ansehen schon aus dem Grunde, weil die an 
beide sich anschließenden Sequenzen nicht dieselben sind. Nun gilt das Gesetz: Dieselbe Sequenz 
kommt in einem und nur in einem-Umgange vor. Denn greifen wir aus dem Rande eine bestimmte 
heraus, so sind hiermit auch alle vorhergehenden und alle folgenden festgelegt, die sich mit dieser 
zu einer geschlossenen Aufeinanderfolge verbinden. Käme eine Sequenz in zwei Umgängen vor, so 
müßten dieselben in sämtlichen andern ebenfalls übereinstimmen und deshalb identisch sein. 

Andererseits: Kommt in einem Umgange + ®D vor, so enthält ein zweiter sicher —®. Denn 
jedes kreisförmige Loch wird im Uhrzeigersinn durchlaufen und ‚aus der Figur erkennt man: Eine 
Schleife wird in dem Blatte, wo sie entspringt, von + nach —, wo sie mündet, von — nach + über- 
schritten. Das ist aber die obige Behauptung, nur anders ausgedrückt. 


N 


Betrachten wir nun die Gesamtheit der Uns ZU, so kommt darin jede Sequenz nur 


zweimal, aber mit entgegengesetzten Vorzeichen vor. Das ee über Su ist demnach Null, da 


alle Sequenzenintegrale sich herausheben; es liefert keine Beziehung ce diesen. 
wa . 7 
Wissen wir, dd U, =0, ,=0, --- U,_,=0, so folgt aus IU=0, daß auch U, — (0, 
ohne daß dies eine neue Bedingung für die Sequenzen wäre. Hier bezeichnen die U Integrale. 
Die Umgänge geben uns mithin nur na — 1 unabhängige Bedingungen, und die Moduln re- 
duzieren sich in der Tat auf 2». Es ist also bewiesen: 


VII. Die 2p + (n— 1) Moduln drücken sich im Bereiche der ganzen Zahlen durch 2p von ihnen aus. 


$ 8. Ein Beispiel. 


Wir werden jetzt die praktische Seite des Problems beleuchten und die theoretisch gefolgerten 
Tatsachen an einem Beispiele bestätigen, zu dem die Figur 2 (8.24) gehört. Um die Übersichtlichkeit 
nicht zu erschweren, ist ein niedriges n gewählt. Es sei also eine Fläche mit folgenden Daten in der 
angegebenen Weise zu behandeln: 

Blätterzahl: n = 6. 

In a,, a,, a,, a, bzw. die Verzweigungen: 

C=(123456), 0?=(135)(246), C*=(153)(264), 05 = C-1= (165432). 

Dabei sind die Verzweigungslinien im Uhrzeigersinn zu überschreiten, wie in der Figur angedeutet 


ist. Überhaupt ist alles, was wir hier aussprechen, an der Figur zu N 
Den Bedingungen (4) und (5) ist genügt, denn z. B. ist 


Sa=1+2+4+5-=-12=( (mod 6). 


Sämtliche » — 1 Fundamentalpunkte nehmen wir in a,'an. Wir unterscheiden drei kongruente 


ee. 


Schleifensysteme, die ß, y und ö um bzw. a,, a, und a, und fügen den Index des Blattes bei, von 
dem die Schleife ausgeht. | 

Man bestätigt sofort, daß alle Schleifenufer in einem Zuge als Rand umfahren werden. Wir 
notieren, zunächst rein an der Hand der Figur, ihre Aufeinanderfolge: 


u ae 
TVo Ge see Post ls Da Ve Ve 105: 0,7 0, de. 
An — 0, haben wir uns wieder + ß, angeschlossen zu denken. Wir sehen unmittelbar, daß jede 


Schleife positiv und negativ auftritt. Die Zahl der Glieder ist 26, wieder in Übereinstimmung mit: 
unsern Formeln. Denn wir finden:. 


4 
Din aaa, 
A! 


und, da jede Schleife zwei Ufer hat, ergibt sich 26, wie oben. 

Die Anordnung ist nicht, wie es vielleicht auf den ersten Blick scheint, völlig ungesetzmäßig. 
Im Gegenteil, wir finden leicht eine Anzahl Regeln, die erlauben, die obigen Tafel anzulegen, wenn 
nur die Verzweigungen angegeben sind, also im wesentlichen ohne geometrische Betrachtungen. 

Wir beginnen mit + ß,. Die zum Punkte a, gehörige Verzweigung (* (= 0?) lehrt uns, 
daß + ß, ım Blatte 3 endigt. Im allgemeinen würde nun das y dieses Blattes folgen, also +y,. Ein 
y; gibt es aber nicht, da im betreffenden Zyklus von 0% (= 0%) die Ziffer 3 an letzter Stelle steht, 
und in jedem Zyklus ist aus früher besprochenen Gründen eine Windung freizulassen. Wir haben 
überall die letzte gewählt. 

Eine y-Schleife, die vom Blatte 3 ausginge, gibt es somit nicht; wohl aber mündet in 3 ein 
y, das vom Blatte 5 herkommt, wie die Verzweigung (% lehrt. Diese Schleife heißt y,, da der Index 
stets das Ausgangsblatt angeben soll. Gehen wir stets in gleichem Sinne weiter, so treffen wir, wie 
Abbildung 2 (S. 24) zeigt, das negative Ufer dieser Schleife. Also durchlaufen wir jetzt das Ufer — 7,. 

Darauf werden die negativen Ufer sämtlicher Schleifen bis zur ersten des Zyklus umfahren, 
wobei dieser, von rechts nach links gelesen, die Reihenfolge der Indizes angibt. 

Die Abbildung 3 (8. 28) soll die letzte Regel noch näher erläutern und anschaulicher machen. 
Das negative Ufer wird stets in entgegengesetztem Sinne, wie das positive, durchlaufen, wie schon 
oben erwähnt wurde. Daher wird bei Überschreitung der Verzweigungslinie der Verzweigungspunkt 
entgegen dem Uhrzeiger, nach unserer Übereinkunft also in negativem Sinne, umkreist. Bei dieser 
Umkreisungsrichtung aber haben wir die Verzweigung von rechts nach links zu lesen, um die Blätter 
zu erfahren, in die wir nacheinander gelangen. Denn die in gewöhnlicher Weise gelesene Verzweigung 
ist für positive Umkreisung im Uhrzeigersinne berechnet. Kommen wir so, das negative Ufer einer 
Schleife durchlaufend, in ein Blatt, von dem aus eine Schleife um denselben Verzweigungspunkt führt 
— das gilt aber von jedem Blatt, so lange seine Nummer nicht am Ende eines Zyklus der betreffen- 
den Verzweigung sich befindet — so ist aus der Abbildung 3 ersichtlich, daß wir nicht zu den 
Schleifen eines anderen Verzweigungswertes hinüber können, sondern die erwähnte Schleife, gleichfalls 
auf dem negativen Ufer, durchlaufen müssen. Erst dann werden wir auf dem Randkreise freien 
Durchgang zu den Schleifen des nächsten Verzweigungswertes finden, wenn wir im letzten Blatte 
des Zyklus, von dem wir auch ausgingen, wieder angelangt sind, wenn also ein ganzer Blätterzyklus 
durchlaufen ist. Dies ist aber die obige Regel. 

In unserem Falle sind die Zyklen von CU% dreigliedrig, und es schließt sich an — y, nur an 
— y,. Dies führt uns ins erste Blatt, und es kommt weiter +6,. Zu den d gehört die Verzweigung 
C“+ (=(°). Wir springen in Ü%“ um eine Ziffer weiter und kommen von 1 zu 6. 6, mündet also 

4* 


.. 


im Blatte 6. An das positiv durchlaufene ö schließt sich wieder ein ß, negativ oder positiv, je 
nachdem 6 in Ü’* an letzter Stelle eines Zyklus steht oder nieht. Ein Blick auf 0% belehrt uns, 
daß 6 am Schlusse eines Zyklus steht. Davor befindet sich 4; wir haben mithin nicht + ß,, sondern 
— ß,. So geht es fort. Die Reihenfolge der Buchstaben ist stets ß, y, d; negative Ufer können 
auch zu mehreren aufeinanderfolgen bei gleichem Buchstaben. Das letzte ist besonders deutlich am 
Schlusse der Tabelle, wo, mit — d, angefangen, eine lange Reihe negativer Ö steht. 

Aus der Tabelle entnehmen wir die 6 vollständigen Umgänge, die nachstehende Beziehungen 
zwischen den Sequenzenintegralen oder Moduln liefern: 


I 2, +86, +2, iD; 
2) +, +8, a A 
Ben un Ban ern, As 
4) +®, — By 8, +2, BRD: ee) 
5) — dB; +6, 6, u OD Me, 
6) Bar ed. 


Die positiven Sequenzen einerseits, die negativen andererseits sind untereinander geschrieben 
worden, um zu zeigen, daß jede Sequenz positiv und negativ vorkommt. 


Man sieht, daß 


UV+-I+EIYFEOI+H=O, 
und überzeugt sich auch leicht aus der Tabelle, daß die linke Seite jeder Relation einem ununter- 
brochenen ein- oder mehrmaligen Umlauf um den Rand gleichkommt. Die Zahl der Sequenzen 
stimmt ebenfalls. Jedem Verzweigungswert sind n — ö, derselben zugeordnet, wo 6, diesmal eine 


Su 


Zahl, den bekannten Hauptteiler, bezeichnet. Es gibt also 6— 2—4Bs; B, und B, existieren nicht, 
da auch die Schleifen 8, und ß, nicht gezogen sind. Weiter gibt es 4 &s, aber 6— 1=5 Ds. 
Alle Behauptungen sind damit praktisch bestätigt. 


$9. Reduktion der Moduln auf zwei unabhängige. 
(Allgemeine Lösung des Zerschneidungsproblems beliebiger Riemannscher Flächen.) 


Die für uns wichtigere Frage harrt noch der Entscheidung: Wie gestaltet sich die Reduktion 
der Moduln im Körper der Einheitswurzeln? Ehe wir an sie herantreten, wollen wir uns die Zer- 
schneidung etwas anders vorstellen. Die Kugelfläche hat anfangs einen unendlich kleinen Randkreis. 
Dieser darf jedoch erweitert werden auf ungeschlossenen Linien oder solchen geschlossenen Linien, 
die nur einfach zusammenhängende Stücke herausschneiden. Wenn wir uns n kreisförmige Löcher 
durch n — 1 „Randschleifen“ in Verbindung gesetzt denken, so haben wir im ganzen eine derartige 
erlaubte Randerweiterung vor uns. Der Rand soll schon vor der Zerschneidung so umgeändert sein. 
Die Fläche hat das Geschlecht 2p und wird durch die 2» noch möglichen Schleifen zerschnitten. 

Die Randschleifen verbinden jedes Loch mit jedem andern, benutzen mithin an — 1 Funda- 
mentalpunkte. Es ist nachzuweisen, daß es auch nach Anlage derselben stets weitere n — 1 Funda- 
mentalpunkte gibt, die freigelassen werden können. 


Wir erinnern uns an ein allgemeines, früher abgeleitetes Gesetz: Um a,, a, --- «a, zerfallen 
die Blätter in {d,, d,, --: d,) Systeme der Intransitivität. Daraus folgt leicht: Ist {6,, d,.--d,)=1, 
so kann man in a, @,,::-a, allein eine Reihe von Fundamentalpunkten festlegen. 


Wir haben demnach vor allem die Teilbarkeitseigenschaften der Exponenten « ins Auge zu 

fassen. Eine derselben stellen wir voran. Für jede Kombination :, k, I gilt: 
Iuml. 
Denn wäre d,,,>1, so würde aus Za=©®:n folgen, daß auch d,, = ;,, also > 1 ist, und wir hätten 
Re Or) 37 Or > L, 

während dies nach (3a) = 1 sein muß. Wir unterscheiden nun vier Fälle: 

1. Zwei oder mehr der d=1, also sicher 

(1 lese 15 dr ul. 
2. Eines der d, z.B. d,=1; aus Za=G.n folgt dann, daß «,+ «,-+ «,, teilerfremd zu » 


T 
ist, demnach ist sicher d,,, = 1. 


d; == I; km == 1. 
3. Keines der d=1, aber 
dir = dm —aR 
4. Ist keine dieser Bedingungen erfüllt, so ist notwendig für eine beliebige Kombination 
1, k, I, m: 
dir = \; don ale 
Dies steht mit keiner Bedingung im Widerspruch. Denn erstens ist 
Kar On ron le 
wie (3a) verlangt, und aus 2&« = ®&:n ergibt sich, daß jeder gemeinsame Teiler von ,+«,+ «, und 
n auch in «, aufgeht. Es ist also nach früherer Bezeichnung d, = E;,, und dies kann sehr wohl 
>1 sein. 
Die ersten drei Fälle sind leicht erledigt. Die Lage der zwei Reihen von Fundamental- 
punkten läßt sich unmittelbar angeben. Nämlich: 


Adi. Ina, und a, je n— 1, da beide Verzweigungen »-blättrig sind. 

Ad2. Ina, liegen »n — 1, die übrigen verteilen sich auf a,, a, und a, z. B., wie folgt: In 
a,, bleibe keine Windung von ihnen frei, dort haben wir mithin n — d,, ferner in a, d,— d,,, ın 
a 

Ad3. n—1lina, und a, und zwar: n—d,ina,d,—lina, 

n—lina, und a,, m Lin. 
Der vierte Fall macht mehr Schwierigkeiten. Ein System von » — 1 Fundamentalpunkten, die auf 
a,, a, und a, verteilt sind, läßt sich stets finden. Es liegen nämlich n — 6, in a,, d,—6,, in q,, 
6,, — 1 in a. Wenn noch ein zweites System möglich ist, wäre dies, da ja auch d,,„ — 1 ist, ın 
a,, a, und a, anzunehmen, genauer so: n — Öd,, in a@„, wo sämtliche Windungen, wie in a,, besetzt 
sind, Ö,, — 0, in a, 6, —_ 1 in a, In a, und. a, überdecken sich beide Reihen, und zwar entfallen 
im ganzen auf a, 6,— 0, +0, — 1, auf a, d.— Im + 9; — 1 Fundamentalpunkte. 

Eine der beiden Zahlen d,, und 6, ist sicher > 1; sonst hätten wir den Fall 3). Es sei 
z.B. 6,,>1, während 6,,>1 sein kann. Ist d,,— 1, so überdecken sich die beiden Systeme nur 
in @,, in a, nicht mehr. Wir betrachten nur a,. a, brauchen wir nur dann ebenfalls zu unter- 
suchen, wenn d,,>1. Dann aber gilt für a, analoges, wie das für a, Abgeleitete. 

In a,, wie in jedem Verzweigungswerte, stehen » Windungen zur Verfügung. Die letzte 
Windung jedes Verzweigungspunktes darf nämlich mitgezählt werden. Denn wenn diese in dem einen 
System kein Fundamentalpunkt mehr ist, kann sie es wohl im zweiten sein. Die Zahl f=d,— Ö,, 
+ 6, — 1 ist stets kleiner, als die aller Umgänge n. 

Denn es ist: 


Im)? 


m 1, im ganzen wieder n — 1. 


und zwar: n—d, ina 


Im 


= od; = Ö;; I On rd < Ö, 2 di 
ö, und Ö,„ sind, da d,,„, = 1, relativ prime Teiler von n. Es ist demnach 
ee et). 


ö, und Ö,, sind ferner nach Voraussetzung beide > 1; die kleinsten Werte, die sie annehmen können, 
sind 2 und 3. Für diese und größere Zahlen 7, 7, gilt aber 


DET. < Te 


Im Im’ 


In unserm Falle ist also 
<= 0, 94 0. 0, „Zmaroder fm; 

Die in a, befindlichen n Umgänge reichen mithin stets aus. 

Es kann aber die Lage der Fundamentalpunkte auch immer so gewählt werden, daß beide 
Reihen verschiedene Umgänge in Anspruch nehmen, daß also nicht etwa ein zu der einen gehöriger 
Umgang gleichzeitig von der andern besetzt wird. Dann wäre ja das gewünschte Ziel nicht erreicht. 
Denn der betreffende Umgang, der, als der einen Reihe angehörig, freigelassen werden müßte, würde 
dennoch, weil er in der zweiten vorkommt, zur Anlage einer Randschleife benutzt. 

Es mögen die d,„— 1 zur einen Reihe gehörenden Umgänge von a, irgendwie in passender 
Weise festgelegt sein. Aus den in a, nun noch freien Umgängen — ihre Zahl ist n—d,,„+1 — 


lassen sich stets die Fundamentalpunkte der zweiten Reihe wählen. Denn: a, verbindet je = Blätter, 


ı 
und es sind mittelst a, zwei solche Systeme zu einem einzigen zu vereinigen. Wir haben aber früher 
N 
6, 
ausgehen mag, um a, zu umkreisen. Welches die zwei verknüpften Systeme waren, hing ja nur von 


rechnerisch gezeigt, daß stets die nämlichen verbunden werden, von welchem der — Blätter man auch 


oe ab. Wir haben mithin zwischen 5 Umgängen von a, die Wahl, wenn es sich darum handelt, 


ı 


zwei Systeme von a, in Verbindung zu setzen. Jede beliebige, die wir herausgreifen, hat die ge- 
wünschte Wirkung. 

N 
23 
schon benutzt sein. Vielleicht werden sogar sämtliche ö,,— 1 vorher festgelegte Windungen unter 


also 6. <- 


im = s. ’ 
i 


Unter diesen Umgängen wird ein Teil, f,, vom ersten System von Fundamentalpunkten 


den > hier betrachteten enthalten sein. Berücksichtigen wir, daß n < 6, 6 


[2 


Im)? so folgt: 


h<ö„m—-1<&—1, ode 1 <r—1. 


Ü 


Im 
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Mindestens einer der 5, Umgänge, zwischen denen wir zu wählen haben, ist mithin auch nach Anlage 
’ 


des ersten Systems noch frei und kann als Fundamentalpunkt des zweiten angenommen werden. 

Sind die Randschleifen gezogen, so können wir also in allen vier Fällen weitere » — 1 Um- 
gänge angeben, die den Zusammenhang der Blätter wahren und der Rest von Z(n—6d,)—2(n—1)=2p 
Schleifen macht die Fläche einfach zusammenhängend. 

Wenn die Fundamentalpunkte so, wie hier, angeordnet sind, ist ein Verzweigungswert, z.B. a; 
ganz frei von Schnitten und um einen zweiten, hier a,, führen nur Randschleifen. Die letztern 
haben offenbar eine sehr nebensächliche Bedeutung. Eine erlaubte Umformung des Raudes vor der 
Zerschneidung genügt, um den Teil von ihnen, der in a, liegt, zu entfernen. 

Wir haben schon erwähnt, wie man den Rand abändern darf. Das benutzen wir. Wir 


ziehen in jedem Verzweigungspunkt von a, die noch fehlende —-te Schleife. Jede derselben bildet 
m 

mit den übrigen eine geschlossene Linie, die den Verzweigungspunkt in Form eines einfach zusammen- 
hängenden gewundenen Flächenstücks herausschneidet. Auf die Weise werden sämtliche in a, 
befindliche Verzweigungspunkte, also die ganze Verzweigung a,, entfernt und es geht durch alle 
n Blätter ein Riß in Schleifenform. Nichts hindert uns, diesen in einem beliebigen Punkte in n kleine 
kreisförmige Löcher zusammenschrumpfen zu lassen. 

Soweit sei die Fläche vorbereitet vor der eigentlichen Zerschneidung. Führen wir die letztere 
aus, so laufen alle Schleifen um «a, und a,, mithin bilden sie zwei kongruent anlegbare Systeme. 
Ist aus jedem derselben ein Schleifenintegral ermittelt, so ergeben sich die übrigen durch Multipli- 


2riv 
kation mit einer »t® Einheitswurzel e * 


Die Moduln sind algebraische Summen von Schleifenintegralen. Auch sie werden sich dem- 
2rin 


nach durch die obigen zwei Größen ausdrücken. Wenn wir I=e’=e * auch als »“ Einheits- 
wurzel ansehen, können wir sagen: 
IX. Sämtliche Moduln drücken sich durch zwei Schleifenintegrale aus. Die Koeffizienten sind algebraische 
Summen von an” Einheitswurzeln. 
Damit ist unsere Aufgabe allgemein gelöst; denn der Satz gilt in jedem den Grundbedingungen (3) 
und (4) genügenden Falle. 


Zum Schlusse sei darauf hingewiesen, daß die Lösung der höheren Fälle sich prinzipiell 
ebenso gestaltet. Jeder einzelne Gedankengang ist einfach zu übertragen, wie an manchen Stellen 
auch angedeutet ist. Ist v die Anzahl der Verzweigungswerte, so erhält man statt zwei v— 2 un- 
abhängige Moduln. Ein näheres Eingehen hierauf erschien nicht geboten, da der Umfang der Arbeit 
über Gebühr vergrößert worden wäre. Überdies hätten wir uns die praktische Durchführung er- 
schwert, ohne wesentlich neue Gesichtspunkte zu gewinnen. — 
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